Vv Logarithmusfunktionen

1 Wiederholung wichtiger Rechengesetze

Ubung nach  http://www.herder-oberschule.de/madincea/aufg0010/explogub.pdf — (untere — Hilfte — des
Arbeitsblattes!) mit folgenden Zusatzfragen:

Berechnen Sie und driicken Sie durch einen einzigen Logarithmus gleicher Basis aus:

logs (9) +logs (27) = ;1d(16) —1d ( ¥2)

Was kann man mit dem Exponenten machen? log: (4%) =

Wie lésst sich nach diesem Prinzip logp (1/u) schreiben?

Rechengesetze
Seib >0, b # 1 eine beliebig festgelegte Basis,
u >0, v>0 lassen dann die Darstellung
u=br; v=bszu.
(Betrachten Sie zur Begriindung die Funktion f: x -> bx, die den Wertebereich IR* hat, so dass u, v €
Wi)

Ausu-v=Dbr-bs=br+s =>logr (u-v)=r+s=logru+logev (Regel1)
Ausu:v=br:bs=br-s =>logs(u:v)=r-s=1logpu-logpv (Regel 2)
Aus uk = (br)k=Dbk'r =>]ogbuk=k-r=k logpru (Regel 3)
Nach Regel 3: logp (1) =logp (u?) = -logp (w)

logp 1 =0 fiir jede Basis b

Basiswechsel
Jeder Logarithmus einer Zahl zu einer Basis ldsst sich zu beliebiger anderer Basis b > 0, b # 1
darstellen.

Am Beispiel:
logs7=7=k
=>hKk=7

k . log, 7
L bl S plosT o s _pls’ s k. Jog, 5=log, 7 => k = 12

Allgemein:
_log.a_Ina
log.b Inb

Anwendung;:

log,, 7 log,, 2 1
1. log, 7 -log, 2-log, 3= 0g,, 7 log,, 0g103:1

log, 2 log,, 3 log,, 7
2. log,; 2:log. 7 -log, 11=...=log, 5 (allgemein: logab = 1/logpa)

Gebrauchliche Abkiirzungen

Gebrauchliche Abkiirzungen sind (z. B. am Taschenrechner) fiir logio und fiir loge, oder
fiir logp.
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2 Die natiirliche Logarithmusfunktion

,Altbekannt” als Umkehrung der exp-Funktion
f: x ->1In x

exp: X -> ex
Fiir Definitionsmenge, Wertemenge, Nullstellen, Schnitt mit x-Achse Vergleich mit den Funktionen 2X und 3%

Definitionsmenge:

D =1IR*

Wertemenge:

W=IR

Symmetrie:

keine (man betrachte alleine die Definitionsmenge!)

Nullstellen:

Inx=0&x=1

Extrema:

Da In(x)’ = 1/x # 0 gibt es keine Punkte mit waagrechter Tangente
Monotonie:

Da In(x)’ = 1/x > 0 ist exp auf D = IR* streng monoton steigend.
Kriimmungsverhalten:

Da In(x)” =-1/x2 < 0 ist exp stets rechtsgekriimmt => keine Wendepunkte
Verhalten am Rand von D:

lim In(x) =—ow ; !(1_)11; In(x) = +o0

x—0+

Wertetabelle und Graph:
X y
0.20000 -1.60944
0.40000 -0.91629
0.60000 -0.51083
0.80000 -0.22314
1.00000 0.00000 .
2.00000 0.69315 -4
3.00000 1.09861

_1.-

4.00000 1.38629
5.00000 1.60944 9
|
—39
_4.-
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3 Allg. Hinweise zur Diskussion von Logarithmusfunktionen

a Definitionsbereiche

In x ist nur fiir x > 0 definiert.

Beispiele:
1L.f(x)=Inx2+In IxI3 Démax = IR\ {0}
2.f(x)=In X*; = X+; >0 = (x+1>0Ax-5>0)v (x+1< 0 Ax-5<0)

X — X —

<=>x>5vx< -1<=Dimax=1IR \['1, 5]

3.f(x)=In (4 -x?) 4-x2>0© x2<4 @ Ix] <2 Dtmax=]-2;2]
4. f(x)=In IIn x| x>0 lInxl >0d. h. x#1 < Dfmax = IR*\ {1}
5.f(x)=lr1 '\IX2+]. Dfmax = IR

b Ableiten

Vor allem, um Ableitungen einfacher zu bilden, empfehlen sich die Gesetze
In(a-b)=Ilna+Inb
In(a:b)=lna-Inb
Inak=kIna

Allerdings ist Vorsicht geboten:
Haufig treten Logarithmen von Betragsfunktionen auf!

Beachte dabei:
Inxfiurx>0 Lfirx>0
Seif(x)=1In Ixl, Di=IR \ {0}, d.h f (x) = ! f,x)= b

L. (-)=L1firx<0

=X

=>
n(—x) flirx < 0

d.h. der Funktionsterm der Ableitung unterscheidet sich nicht!

‘f(x) =In IxI=f(x)=1 ‘(ohne Betragsstriche)

Hinweis:
In Ubereinstimmung mit diesem Ergebnis steht in der Formelsammlung deshalb auch
J%dx =In | x| +cim Geltungsbereich jeweils IR* und IR

Sei jetzt allgemein f(x) =1n | g(x)|

In beiden Fillen gilt wieder f’
In(—g(x)) in allen Bereichen mit g(x) < 0 n beiden Fallen gilt wieder f* (x) g(x)

)= { In g(x) in allen Bereichen mit g(x) > 0 _ 8K

Beispiel

¢ - Dr=1IR\ {0}

f(x) =Inlex-11,f (x) = —
e [—
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c Vereinfachen (und Ableiten)

Problem:

f(x)=In X—+;, Dt=]-00, -1[  ]5; +oo[ (nach Beispiel 2)
X —_—

vergleiche mit f(x) =In(x+1)—ln(x—5),D% =]5;+0[#= D;, d.h. es fehlt ein grofler Bereich in der
Definitionsmenge! Schreibt man statt dessen Betrége, also

f(x) =In|x+1|-Injx -5

,D.  =1IRI{5;-1}, so wird die Definitionsmenge nicht eingeschrankt. Dass sie

f max
grofler wird, belastet uns nicht weiter, da wir die Funktion einfach nur auf dem urspriinglichen Ds
betrachten.

(1) In x2=1In |x|> fiirn e IN]
fx)=Inx2+1In Ix13=21n IxI (M) +31In Ix| =5In Ix]; f (x)=2
Ohne Vereinfachung ware dies komplizierter:

' _ 2x 3x2 _ 2 3 _5
Fx)=F+35=5+5=3

X

f) _ . F
80 [s(x)
Innerhalb des urspriinglichen Definitionsbereichs &@ndert sich nichts, wenn man bestimmte Ausdriicke

(2) [n

fiir alle x aus der Definitionsmenge

durch deren Betrage ersetzt.

So gilt, wenn X +; 2 0 (Bedingung fiir Definitionsmenge einer In Funktion (Argument > 0):
x—5C

x+1 Ix+1l
x-5 Ix-5I

(aber auch nur dann!)

In Dt kann man nach der Regel schreiben
f(x) = lr1X+1 = nlx+1| =Inlx+1l-Inlx-5I

x-5 Ix—5]1

Der neue Funktionsterm ist zwar iiberall aufler bei x = -1 und x = 5 definiert. Man betrachtet ihn aber
nur fiir De=]-00, -1[  ]5; +oo[

Nun folgt:

, 1 1 x-5-x-1 -6

f' (x)= - = =

x+1l x=5 (x+1(x-5) ((x+1)(x-5)

Dies hatte man komplizierter iiber die Quotientenregel und Kettenregel ermitteln kénnen:
, 1 x-5-(x-1 —6
£ ()=—-" ( - ) _
x-5 (X - 5) x=5

Vor allem auch das weiterrechnen (f”’) ist mit der obigen Darstellung giinstiger:
£7 (%) = =(x+1)*+(x-5)

Weiteres Beispiel:

xX+3
f(x)=In
(9=In 2=
Als maximale Definitionsmenge errechnet man Ds = ]-3; 2,5[
fx) = In 1431 - In15-2x1=> £ (x) = ——+—=
x+3 5-2x

-1 4

£ (x) = +
(x+3)2  (5-2x)

35



4 Grenzwerte von In x- Funktionen

Bekannt (schon mal im Rahmen einer Ubungsstunde behandelt):

. _eYIMH _~~ e¥ TH IH e” . . . .
lim — = lim —=.= = 4o d. h. die e-Funktion wéchst starker als alle Potenzen
x=>0 x x> x" n(n-1)...2
. nI'H
lim — = 0 entsprechend
X—>00 e

Vermutung: die In-Funktion wéchst langsamer als jede Potenz

I'H 1
Llim X i x 2

x=>0 X x->o |

. x MM
2. lim—— =lim x = 4o
X—>00 lnx X—>00

I'H 1 . 1
3. Iim——=1i *— =lim =0
X—>0 X x—>0 nx " x—>0 nx "
n |y n-1
4. lim =1 =1limnx" =400
X—>00 ln X X—>00 ; X—>00
. . Inxm 1 . .
5. lim xInx = lim — = lim —=*—=1lim x=0 (Bem: ,0 - " kann alles sein)
X—>0+ x—>0+ L x—>0+ — L+ x—>0+
X x2
. . . Inxm_ % X
6.Seir>0lim x"Inx=lim — = lim —=—=1lim-—=0
X—>0+ x—>0+ L x—>0+ — rl x—>0+ r
x* x"
: X : Inx* 'H : xInx 5
7. lim x* =lime =lime =1
x—>0+ x—>0+ x—>0+
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5 Eine praktischer Integrationstrick

Fiir eine Funktion f(x) gilt:

Falls f(x) >0 : (1n(f(x)))' - %
X

Falls f(x) < 0 : (In(~f(x))) = %EXX; B ff((_;())

09
f()

dx = 1n(|f(x)| +c

Insgesamt: (ln(|f(x)|)), =

f'(x)
f(x)

Und damit: I

Anwendungen

2
.[ 3x dx=InlIx3+21+c
x3+2

j tan xdx =I

sin x sin x

dx=Inlcosx|+c

dx =

COS X COS X

-1
Jx—dx =InlInx|+c
Inx

Buch S. 156
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