I Ergebnis- und Ereignisraume
1 Zufallsexperimente

Definition:

Ein Experiment, welches beliebig oft unter gleichen Bedingungen wiederholbar ist und dessen
Ergebnis nicht mit Bestimmtheit vorhergesagt werden kann (d.h. es gibt mind. 2 Mgk.), heifit
Zufallsexperiment.

Beispiel:
1. Wirfelwurf: Mogliche Ergebnisse: Augenzahlen 1 -6

2. Miinzwurf: Mogliche Ergebnisse: Kopf (K) oder Zahl (Z)

3. Ziehen aus einer Urne:

LOO |
Mogliche Ergebnisse: weiffe oder griine Kugel
4. Gliicksrad

Mogliche Ergebnisse:1, 2 oder 3

5. Roulette (als eine Art Gliicksrad)

6. Leibnitz dachte, dass bei 2 Wiirfeln die Summen 11 und 12 gleich héufig seien:
S.12 Nr. 1, Evt. als Gruppenarbeit
0: Augensumme 2 - 10: 100, 86, 95, 94, 80, 95 -> 750
1: Augensumme 11: 6, 10, 3,7, 15,3 > 44
2: Augensumme 12: 6, 4, 2, 4, 10, 2 -> 28



2 Ergebnisraum

2.1 Definition

Die moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperimentes wi (i = 1, ..., n) werden zu einer Menge
zusammengefasst; diese nennt man Ergebnisraum Q.

Beispiel: Werfen eines Wiirfels
Folgende Ergebnisraume konnen betrachtet werden:

Q1={1,2,3,4,5, 6} Q> = {6, keine 6} Q3= {g, u} Qi=11, 2, ..., 6, Kante,
Ecke}

(G0 ) DR—— We w1 W2
Aber:

Qs = {gerade, prim}
ist kein Ergebnisraum, da der Augenzahl 2 beide Elemente von Qs zugeordnet werden.

Bedingung an einen Ergebnisraum:
Jedem moglichen Ausgang des Zufallsexperimentes darf nicht mehr als ein Element aus Q zugeordnet
werden.

Definition:
Die Michtigkeit | Q]| ist die Anzahl der Elemente zum Ergebnisraum Q.

Beispiele:
17/2
Q={@lb)la ({1,2,3,.6} b {ZK}}
={(112), 212), (31Z), (41Z), (51Z), (612),
(11K), (21K), (3IK), (4IK), (51K), (61K)}
1Ql =12

18/4
Q={@alb)lab {1,234} a<b)

={(112), (113), (114), (213), 214), (314)}
Q=6
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2.2 Mehrstufige Zufallsexperimente

a Ziehen aus einer Urne ohne Zuriicklegen

In einer Urne befinden sich eine rote, eine gelbe und zwei rote Kugeln. Die gezogenen Kugeln werden
nicht zuriickgelegt.

p — @ Baumdiagramm zum Ablesen der Ergebnisse.
(Evt. Zahlenwerte fiir Wahrscheinlichkeiten fiir jede Stufe propadeutisch
r eintragen, bei der Wurzel und der 1. Stufe jeweils die restlichen Kugeln

AN

\ notieren.)
g — (D)
Q={(rlb); (rlg); (g!r); (g1b); (blr); (blg); (bIb)}
@ =lxyixy (b xlyE@E (xly)#(glg))
/ / 1Ql =7
y \ s @)
‘1‘1 / T (hr)
\FJ\,L,’ — ihg)
b —= (bh)
L 2.
Stufe
b Ziehen aus einer Urne mit Zuriicklegen
;  Aus der gleichen Urne wie in 2.2.1 werden zwei Kugeln gezogen und in die Urne
zuriickgelegt.

Baumdiagramm wie in 2.2.1 mit den zusétzlichen Moglichkeiten (rlr) und (glg)

\ Q={xly)l xy {r,b gt}

b Q1 =9
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c n-Tupel als Ergebnisse
Beispiel

dreimaliges Werfen eines Wiirfels
Ergebnisse: (W 1 Wow3)

1., 2., 3. Wurf

Q={(11111); (11111);...}

Die Ergebnisse eines n-stufigen Zufallsexperiments sind n-Tupel (@ :I wy]|...Jwn)wobei w; irgendein
Ergebnis des i-ten Teilexperiments ist. Q ist dann die Menge aller dieser n-Tupel.
Jedes n-Tupel stellt genau einen Pfad im Baumdiagramm vom Start bis zum Endpunkt dar.

3 Ereignisraum

(= Potenzmenge von Q; IP(Q) = Menge aller Teilmengen von Q)

3.1 Definition

Beispiel: Einmaliger Wiirfelwurf
Ergebnisse: w1=1; w2=2, ...; W6 =6
Ergebnisraum Q = Menge der Ergebnisse = {w1; w2, ...; we} ={1, 2, 3, 4, 5, 6}

Betrachte eine Teilmenge E von Q:
E := ,Nicht sechs” =1{1, 2, 3, 4, 5}
Die Menge E ist ein Ereignis.

Definition:
1. Jede Teilmenge E eines endlichen Ergebnisraums Q heifit Ereignis.
2. Das Ereignis E tritt genau dann ein, wenn ein w als Versuchsergebnis vorliegt, das in E enthalten
ist.
3. Die Menge aller Ereignisse heifst Ereignisraum.
= Menge aller Teilmengen von Q
= Potenzmenge von Q = IP(Q)

Beispiele:

Q={1,23}

IP(Q) = {{}{11:{21:{31{1,2};{2,3};{1,3}:{1,2,3}}

Hier noch einmal Pfeil auf ein Ereignis und auf ein Ergebnis; Hinweis, das die Ereignisse , den
moglichen Spielen/Setzungen” entspricht!

Besondere Ereignisse:

1. {} = unmogliches Ereignis

2. Q = sicheres Ereignis

3. {w} Elementarereignis, unterscheide zu w als Ergebnis

Michtigkeit des Ereignisraumes:

Ist QI =n, so gilt
[ IP(Q)| =2n

Machtigkeit = Anzahl der Elemente

Beweis:
Vollstandige Induktion nach n




Bemerkung;:

Alle Ereignisse lassen sich schreiben als Vereinigung von Elementarereignissen.

Beispiel:

3

E ={w1 wy w3} = {wi} {w2} {ws}= U{(Di}

Allgemein: E = U{o)}

oeE

3.2

i=1

Mengenalgebra (Ereignisalgebra)

Beispiel: Einmaliger Wiirfelwurf Q ={1, 2, 3, 4, 5, 6}

~Augenzahl gerade” : E1 =

2,4, 6}

»~Augenzahl nicht prim”: E2= {1, 4, 6}

,Augenzahl gerade oder nicht prim”: E:

E2={1,2,4, 6}

~Augenzahl gerade und nicht prim”: E1 n Ez= {4, 6}

Ubersicht iiber die Verkniipfungsmoglichkeiten zweier Ereignisse A und B:

Sprechweisen Term im  math. | Veranschaulichung Veranschaulichung

Modell Karnaughdiagramm Venndiagramm!
Gegenereignis zu  A;| A sprich: A quer AA Q
nicht das Ereignis A @ A
Ereignis A und Ereignis | AnB AA O
B; Beide Ereignisse, %E c‘»
Sowohl A als auch B
Ereignis A oder B;|A B AA O
Mindestens eines der %E c‘»
Ereignisse
Keines der Ereignisse;| AnB=AUB AAQ
Weder A noch B %Ei c‘»
Hochstens eines der| AUB=ANB AA 0
Ereignisse; nicht beide %u c‘a
Ereignisse
Genau eines der | (A nB)U(ANB) ﬁ Q

(T 5o

Ereignisse; Entweder A
oder B; ausschl. Oder

=(AUB) ".(ANB)

| b

HA 26/1,2

1 John Venn (1834 - 1923)

Der englische Logiker John Venn benutzte erstmalig den Terminus symbolische Logik. Er gilt als Vorldaufer der
Wahrscheinlichkeitslogik von Reichenbach und untersuchte Probleme der Modalurteile.

Venn ist als Schopfer der ellipsoiden Diagramme der mathematischen Logik bekannt (= Venn-Diagramme), die eine
Weiterentwicklung der Eulerschen Kreise sind. Mit Hilfe eines Systems zweier sich {iberschneidender Kreise oder Ellipsen
brachte er die Beziehungen zwischen Klassen bzw. Umfangen von Begriffen zum Ausdruck.

In seinen Arbeiten systematisierte er das in der Algebra der Logik gegen Ende des 19. Jh. gesammelte Material.
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Gesetze der Mengenalgebra
AUB = BUuAd

) ativees
Kommutativgesetze ANB = BNA

Assoziativgesetze (AVE)U (_‘ = AU@BY (_‘)
= AnBnC = An(BNO)
T AU(BnNC) = (AUB)yN(4UuC)
Distributivgesetze 4N {BU ) = (ANBUMUNC)
_ 400 = 4
neutrale Elemente AN0 = A
dominante Elemente AV =4
An0 = 0
Komplement 4ud = Q
Ang = 0
) AUuAd = A4
Idempotenzgesetze 104 = 4
Absorptionsgesetze j g Ej 8 g; ; :II
< esetre von de Moraan AYB = ANB
Gesetze von de Morgan TAE = 1UR

Ua =NA&
Na -U&

Beweis zu de Morgan b) 7
77 ANE =

Anwendungen: Vereinfache
(ANB)U[(ANB)U(ANB)]
Z(ANB)U[(AUA)NB]

Kompl

1 = (ANB)U[QNB]

(AmB)uB

Distr

(AuB)m(BuB)
=AuUB

2.27/6

3.3 Unvereinbare Ereignisse

Definition:

1. Die Ereignisse A und B heifien unvereinbar (disjunkt) genau dann, wenn A n B= ist.

2. Die Ereignisse A1, Az, ... An heiflen unvereinbar (disjunkt) genau dann, wenn A1 n... NAn= ist.

3. Die Ereignisse Ai, Az, ... An heiflen paarweise unvereinbar (paarweise disjunkt) genau dann,
wenn Ai NAj= fiirallei,j {1,2,..,n} miti#jist.



