Il Zufallsgrofen

1 Beispiel und Definition

Beispiel: Dreimal Miinzwurf

Spiel: 1€ Einsatz, wenn nicht zwei gleiche hintereinander 3 € Auszahlung.

Q= {(xalx2Ix3)| x1,x2,x3 {Z,K}}

Rentiert sich dieses Spiel? Dabei geht es nur um den Gewinn! Also: Definition Gewinn:
Wir betrachten den Gewinn: Gewinn X = Auszahlung — Einsatz.

-> Die Spielregel ordnet jedem Tripel w aus Q eine Zahl , Gewinn” X (w) zu

-> Funktion X auf Q: X: w -> X (w)

Wertetabelle von X:
w KKK KKZ KZK ZKK KZZ ZKZ ZZK 777
X (w) -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1

P (,Gewinn”) =P (X (w)=2) =2/8
P (,Verlust”) =P (X (w) =-1) 6/8
Zur Frage der Rentabilitit werden wir in Kiirze den Erwartungswert einer Zufallsgrifie einfiihren.

Definition

1. Eine Funktion X, die jedem Elementarereignis {w} eines Ereignisraumes P(Q) eine reelle Zahl
zuordnet, heif$t Zufallsgroie X.

2. Die Funktion P: IR -> [0,1] mit x -> P(X=x) heifst Wahrscheinlichkeitsfunktion oder
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgrofie X. Man sagt auch X ist nach P verteilt.

Einen Spieler interessiert nicht, wie er gewinnt, sondern ob und wie viel er gewinnt.

Bemerkung:

1. Jede Zufallsgrofie X erzeugt auf natiirliche Weise eine Zerlegung von Q in disjunkte Teilmengen,
indem man jeweils die Ereignisse zusammenfasst, die den gleichen Wert ergeben, also

{1 X(w) =x}.

Es gilt: Q= U{(oIX((o) =x}

xeWy
2. Die Wertemenge {xi1, xz,...,Xm} ist selbst ein moglicher Ergebnisraum des Experiments und stellt eine
Vergroberung des urspriinglichen Q dar.

Im Beispiel:
Vergroberung: Q = {KKK,...,,.ZZZ} -> Q" = {-1,2}

ZufallsgroBe X A IR Wahrscheinlichkeitsfunktion P

P(X =x)
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Ein weiteres Beispiel: Chuck-a-luck
Ein Spieler darf eine der Zahlen k = 1... 6 nennen und dann 3 Wiirfel werfen. Fiir jeden Wiirfel, der
seine Zahl zeigt, erhélt er 1 € vom Spielfiihrer, erscheint seine Zahl nicht, muss er 1 € zahlen.

Q=1{1,23,456p3 |1Ql =6

Der Spieler hat die Zahl 6 genannt.

Zufallsgrofie: , Gewinnfunktion”

w 666 665...166 655-116 555-111
X(w) 3 2 1 -1
Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsgrofde
X(w)=3 X(w)=2 X(w) =1 X(w)=-1
P (X(w) =x) 1/216 5.3/216=15/216 |5-5-3/216=75/216 |53/63=125/216

Mboglichkeiten der graphischen Darstellung
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Histogramm: Wahrscheinlichkeit = Inhalt der Rechtecksflache
Ax =1=>Ordinate W (x); Ax =1 => Ordinate 2 -W (x);
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2 Die kumulative Verteilungsfunktion

Interessiert man sich fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der Gewinn beim Chuck-a-luck hochstens x €
betragt, d.h. Werte aus dem Bereich ]-o0; x] annimmt, so ist eine weitere Funktion definiert:

(Kumulative) Verteilungsfunktion der Zufallsgréie X
F: IR ->[0;1]
x>F(x)=P(X<x)= Y P(X=x,)

X; <X

X(w)=-1 X(w) =1 X(w)=2 X(w)=3
P (X(w) =x) 53/63 =125/216 5-5-3/216=75/216 |5-3/216=15/216 |1/216
x<-1 x<1 x<2 x<3 x=>3
F (x) 0 125/216 200/216 215/216 1
1F(Ed * oy
X—0 “
0s
s 0
04
0z
T 0 G T T T T 1
-2 -1 0 1 2 3 4 5
P{X=x)
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0,1 .
I T D T T T T T +
-1 05 0 05 1 15 2 25 3

% (zur Erinnerung!)
Beispiel:
e F(1,5)=200/216
e  Wahrscheinlichkeit, einen Gewinn von mehr als 1 € und hochstens 3 € zu machen:
P(1<x<3)=F3)-F(1)=1-200/216 =16/ 216

Eigenschaften der Verteilungsfunktion:
e limF(x)=0
e limF(x)=1

e Rechtsseitig stetig, monoton steigend, aber nicht streng

e P(a<X<b)=F(b)-F(a)

e P(X>a)=1-F(a)

¢ Sind die Sprungstellen von 1 bis k nummeriert und ist i <k, so gilt: P ( X =xi) =F (xi) - F (xi1)
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3 Mehrere ZufallsgréBen iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum

3.1 Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung

Beispiel: Fiir den Lk werden folgende Zufallsgroflen definiert:

Geschlecht: Zufallsgrofie X

0 1

mannlich weiblich

P(X=0)=.. P(X=1)=..

Religion: Zufallsgrofie Y

1 2 3

katholisch evangelisch andere

P(Y=1)-.. P(Y=2)-.. P(Y=3)-..

Unter der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsfunktion zweier Zufallsgrofien X, Y {iber dem gleichen
Wahrscheinlichkeitsraum versteht man:

W,y :(x/y) P(X=xAY =Yy)

Hier:

1l
—_
=<

Il
N
<

Il
w

P(X=xund Y=y) Y

X=0

X=1

Skizze: Dreidimensionale Darstellung der Wahrscheinlichkeitsverteilung

3.2 Unabhangigkeit zweier ZufallsgroRen

Zwei Zufallsgroien X, Y auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum heiffen stochastisch unabhangig,
wenn fiir alle x, ye IR gilt:
PX=xund Y=y)=P(X=x) -P(Y=Yy)

Kontrolle in unserem Beispiel:
Kriterium:

Zwei Zufallsgrofsen sind genau dann linear unabhingig, wenn die gemeinsame
Wahrscheinlichkeitstabelle die Form einer Multiplikationstabelle hat.
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4 MaBzahlen von Zufallsgré8en

Ziel:
Oft ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer ZufallsgrofSe sehr umfangreich. Man sucht daher
durch charakteristische Mafizahlen sinnvolle Informationen zu gewinnen.

4.1 Definition des Erwartungswertes

Bei einem Gliichksspiel wird jeder Spieler daran interessiert sein zu erfahren, welchen mittleren Gewinn /
Verlust er zu erwarten hat. Eine Moglichkeit diesen Gewinn- oder Velrustwert ungefihr zu erhalten wiire:
Mache viele (n grof3!) Spiele und teile den Gesamtgewinn(-verlust) durch die Anzahl der Spiele.

Einfacher und genauer:

Beispiel: Chuck — a — luck (Siehe IIL.1):

Bei groflem n ist der Anteil der Spiele
- mit1€ Verlust P (X=-1) =125/216
- mit1€ Gewinn P (X=1)=75/216
- mit2 € Gewinn P (X=2)=15/216
- mit3 € Gewinn P (X=3)=1/216

d. h. der zu erwartende Gesamtgewinn bei n Spielen ist
n-PX=-1)-(-1€)+n-P(X=1)-1€+n-P(X=2)-2€+ n-P(X=-1)-3€
mittlerer Gewinn pro Spiel (: n)
P(X=-1)-(-1€)+P(X=1)-1€+P(X=2)-2€+ P (X=-1)-3€
=.=-0,075€

Definition
Die Zufallsgrofie X habe die Wertemenge {xi, Xz, ..., xa} mit den zugehorigen Wahrscheinlichkeiten
P(X=xi). Dann heif3t die Zahl

= ()= X= YPX=x)x,

Erwartungswert der Zufallsgrofie X. (Der Buchstabe p steht fiir Mittelwert)

Beispiele

1. Wiirfeln; X = ,Augenzahl”
X)=1-1+2.1+3.1+4.145.146 1 =35

2. Zweimal Wiirfeln, X = ,, Augensumme”
X)=2-1/36+3-2/36 +4-3/36+...+11-2/36 +12 - 1/36 =7

3. Zweimal Wiirfeln, Y = ,Maximum”

1 |2 |3 [(4]|5]|6
12 | 13 16
2 (21|32
31311..
4
5
6 66
Y(w)=1 Y(w)=2 Y(w) =3 Y(w)=4 Y(w)=5 Y(w)=6

P(Y(w)=y) |1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36
(E(y) 1/36 4/36 9/36 16/36 25/36 1)
Y)=..=41
Beachte

1. Der Erwartungswert gibt die ,, Mitte” der Lage der Verteilung an.
2. Erwartungswert einer konstanten Zufallsgrofie: (c)=c
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4.2 Erwartungswert als lineares Funktional

Beispiel:

Einfacher Wiirfelwurf,

Zufallsgrofie X = Augenzahl

Zufallsgrofie Y: von der doppelten Augenzahl wird 7 abgezogen. Die erhaltene Augenzahl gibt den
Gewinn an.

Y ist eine Funktion der Zufallsgrofie X: Y (o) =2 X(w) - 7.

Ges: Zusammenhang zwischen den Erwartungswerten. Glinstiges Spiel?
X)=11+1-2+1.3+1.4+1.5+1.6=35

(V)= Y P(Y=y))y, =1 Q17 44 (227 41 (2:3-7) 4 4:(24=7) 4 4:(2:5-7) +:(2:6-7) -

=2-(+-1+4+-2+1-3+1-4+1.5++.6)-+-7-1+.7-+.7-1.7-1L.7-1.7
=2-¢(X)-7
(Y) =0, also ausgeglichen!

Allgemein gilt:
Der Erwartungswert ist ein lineares Funktional, d.h.
O X+Y)= 00+ (V)
(I) (aX)=a (X), a=const
(II) X+a)= (X)+a

Beweis z. B. zu (III):
X)+a= iP(szi)xi -i-l-aziP(szi)xi +[il’(x=xi)J~a=iP(X=Xi)(xi +a)=¢(X+a)

Beim letzten ,, =" ist zu bemerken, dass sich die Wahrscheinlichkeiten durch das Hinzuzdhlen einer
Konstante zur Zufallsgrofse nicht andert.

Beispiel:

In einem Gerat geht Bauteil 1 mit 10% Wahrscheinlichkeit kaputt. Reparaturkosten : 50 €
Bauteil 2 geht mit 8% Wahrscheinlichkeit kaputt. Kosten 30 €

In 60% der Falle ist mit Bauteil 1 auch Bauteil 2 defekt.

x 0 50 y 0 30
P(X=x) 98% 2% P(Y =y) 8%
Mittlere Kosten/€ X)=5 (Y)=24
P(X=xundY=y) |0 30
0 0,88 0,02 0,9
50 0,04 0,06 0,1

0,92 0,08

(X+Y)=0,88-0+0,02-30+0,04-50+0,06-80=74
Schneller: (X)+ (Y) =74

Folgerung;:
Weil (X) selbst eine Konstante ist, folgt aus (I1I)
X- X))= X)- X)=0
LaV) (X- 09=0 |
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Sind die Zufallsgrofien X und Y unabhingig, so gilt weiter:
LV) V)= (0- (%) |

Beispiel:

Zwei Urnen Ux und Uy enthalten Kugeln von 1 und 2 bzw. 2 und 4

Xund Y sind die Kugelnummer. (X)=15; (Y)=3

ZufallsgroBe X - Y: P(X-Y=2)=V4;P(X-Y=4)="%;P(X-Y=8)=V
X-Y)=2-Ya+4-%+8-Y%=45= (X)- (Y)

Aus Ux wird gezogen. zieht man die 1, so erhalt man 2 €, sonst 3 € (Zufallsvariable Z: Auszahlung).
X)=15 (Z)=25
X-Z)=P(X-Z2=2)-2+P(X-Z=3)-3=%-2+%-3 =25= (X)- (Y)
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4.3 Varianz und Standardabweichung einer ZufallsgroRe

Bsp Urne mit Kugeln 1 -5, (X) =3, auf welche Zahl am besten setzen? Problem Streuung um
Erwartungswert abhingig von Anzahl der jeweiligen Kugeln.

Problem:
Wir suchen ein Maf3 fiir die mittlere Abweichung der Funktionswerte einer Zufallsgréfse von ihrem
Erwartungswert. Bisher haben wir keine Aussage, wie die Funktionswerte um p ,,streuen”.

Gesucht:
Mittlere Abweichung der Funktionswerte vom Erwartungswert. Bzw. Erwartungswert der mittleren
Abweichung.

Vorschldge:

a. (X-p) untauglich, da=0 (Regel IV aus 4.2)
b. IX-pl sinnvoll, aber kompliziert

c. (X-p)?wird verwendet

Definition:

Unter der Varianz von X (Auch: mittleres Abweichungsquadrat) versteht man den Erwartungswert
von (X - p)2.

Var X:= (X-p)j

Beispiele:
1. Einfacher Wiirfelwurf. X: Augenzahl
X)=35
VarX =1(1-352+1(2-352+1(3-352+1(4-352+1(5-35)2+1(1-35)2=
=1(25%+152+0,52+0,52+ 1,52 +2,5%) =2,916

2. Chuck-a -luck. X: Gewinn
(X)=-0,078 €
Var X = 45(-1+0,078)? + 2 (1+0,078)? + 2 (2 + 0,078)? + 51 (3 + 0,078)? =1,239
Einheit wére hier €2!
S 195/44 HA 58

Deshalb:

Definition:

Als Standardabweichung bzw. Streuung der Zufallsgroie X bezeichnet man die Zahl
6 (X) = JVarX |

Sie stellt ein mittleres Maf fiir die Abweichung der Werte der Zufallsgréfie von ihrem
Erwartungswert dar.

Bemerkung;:

Die Varianz und Standardabweichung sind nicht so leicht anschaulich begreifbar wie Erwartungswert
und wie |X- ples ware. Im Vergleich zweier Zufallsgrofien kann man damit Abweichungen vom
Erwartungswert beschreiben.

Aus urheberrechtlichen Griinden konnen die Beispiele hierzu nicht im Internet veroffentlicht werden,
ich bitte um Verstandnis!
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Rechengesetze fiir die Varianz:

| (1) Var ()= 0 |
Begrindung: Var ()= (X-p2= (c-c2= (0)=0

| () var ()= (3)- (X7 |
Begriindung: Var (X) = (X-p)2= (X2-2Xp+p?)= (X?)-2u X)+ (W)= (X?)-2p2+ p2=>Beh.

| (1) Var (X + ) = Var X |
Begriindung: Var (X+a)= (X+a- (X+a))2= (X+a-pu-a)>=>Beh.

| (IV) Var (aX) =a? Var X ‘
Begriindung: Var (aX) = (aX- (aX))?= (a(X- (X)))?* =a2 ((X- (X)))? =>Beh

Folgerung
| (V) Var (aX+b) = a2 Var X |

(VI) Var (X+Y)=Var X+ Vary,
falls X, Y unabhéngig
Begriindung: Var (aX) = (aX- (aX))2= (a(X- (X)))? =a? ((X- (X)))? =>Beh
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44 Die Ungleichung von Tschebyschow

Problem: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert der Zufallsvariablen um mehr als a von
ihrem Erwartungswert p abweicht?

Hta 1l Hta
| |

o Bei wenigen diskreten Wert trivial? Zusammenhang mit Varianz?

Es gilt:
Var(X) = Y (x; —n)’P(X = ;)

= Z(Xi_H)ZP(X:Xi)"‘ Z(Xi_H)ZP(X:Xi)

imit‘xl—uka ‘x,—p‘za
> 3 (x, ~p)*P(X =x,)

[x;—p|>a
> Ya’P(X=x,)

‘xl—p‘Za

=a’P(X-p|>a)

und damit:

Tschebyschow-Ungleichung: P(X —p|>a) < VLZ(X) (fir a>0)
a
Folgerung;:
Wegen P(X—p|>a)=1- P(X—p|<a)folgt
P(X —p| <a) 21— Y2X)
a

Auflerdem kann das ,,=” in der oberen Ungleichung weggelassen werden (beide Male!, Beweis analog
zu oben); unten kann man es austauschen (beide Male!).
S196/61

Bemerkung:
Es erschlief8t sich nun auch mehr die Bedeutung von 6. Mit a = ko folgt namlich:

1
P(|X—u| > ko) < e

k| P(X-p|=ko) < Trefferwahrscheinlichkeit fiir den ko -Bereich >
1 |1 (trivial, wenig hilfreich) | 0

2| Va ¥%=0,75

3(1/9 8/9 = 88,8%

411/16 15/16 = 93,75%
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